
第二章  静电场 

 
Electrostatic field 
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本章研究的主要问题是：在给定的自由电荷分布

以及周围空间介质和导体分布的情况下，如何求解电

场。 

注意两点：①电荷静止，即： 
 

          ②电场不随时间变化，即: 

 
 

本章求解静电场的方法有：①分离变量法;②镜

像法；③格林函数法。 

    求解的依据是：唯一性定理。 
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         本 章 主 要 内 容 

 

静电场的标势及其微分方程 

唯一性定理 

拉普拉斯方程，分离变量法 

镜象法 

格林函数法 

电多极矩 
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§2.1  静电场的标势及其微分方程 

 

Scalar potential and differential 
equation for electrostatic field 
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1.静电场的标势和微分方程 

        静电现象满足以下两个条件：即 ①电荷静止不

动；②场量不随时间变化。故 

 

 

把静电条件代入Maxwell's equations中去，即得电场

满足的方程 
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这两方程连同介质的电磁性质方程               是解决静

电问题的基础。 

        根据电场方程               （即    的无旋性），可引

入一个标势    。 

        在电磁学中，已知                                       因为相

距为    两点的电势差为 

 

由于 
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又因为在均匀各向同性的介质中，              则有 

 

 

这里             ，故有 

 

即 

 

此方程称为泊松方程（Poisson equation). 

        若在无源区域内（       ），上式化为 
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此方程称为拉普拉斯方程（Laplace equation) 

        在各种不同条件下求解Poisson equation或

Laplace equation是处理静电问题的基本途径。 

2、静电场的基本问题 

        如果电荷是连续分布的，则观察点   处的标势为 

 

 

这个式子只反映了电荷激发电场这一面，而没有反

映电场对电荷的作用另一面。 

        如果空间还有导体存在的活，那么物理机制为 
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考虑到感应情况，诸问题的模拟是： 

 

 

 

 

        现在，要找出一个电荷对它邻近的电场是怎样

作用的，一点上的电场和它邻近的电场又是怎样联 
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系的，即要找出电荷和电场相互作用规律的微分形

式，而在导体表面或其他边界上场和电荷的相互作

用关系则由边值关系和边界条件反映出来，称之为

边值问题。 

        （1）在介质的分界面上，电场满足的边值关系

为 

 

 

且为电势所满足的边值关系： 
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在介质分界面附近取两点1和2，而              所以 

 

 

 

由于                     ，故                    ，且 
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注意： 

                         可代替                        ，即可代替 

证： 
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另外，由方程                          可得到： 

 

 

即 

 

        也就是说，在两种不同介质的分界面上，电势   

满足的关系为 
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     （2）在介质与导体的分界面上的情况 

        由于静电平衡条件，我们知道： 

            导体内部             ；导体表面上的场强与表面

⊥导体是等势体；导体内无电荷分布（         ），电

荷只分布在导体的表面上（          ）。 

 

 

 

因此，在导体与介质的分界面上； 
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即有 

 

 

 

归纳起来，静电场的基本问题是： 

        求出在每个区域(均匀)内满足泊松方程，在所有 
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分界面上满足边值关系和在所研究的整个区域边界

上满足边界条件的电势的解。 

3、利用静电标势来描述静电场的能量 

    已知在线性介质中静电场的总能量为 

 

 

在静电情形下，能量W可以用电势  和电荷  表出。 
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因此 

 

即 

 

        若我们考虑的是体系的总能量，则上式的体积

分是对全空间进行的。因此上式右边第二项的面积

分是对无穷大的面进行的。有限的电荷体系在无穷 
 

远处的电势          ，电场         ，而面积~r2,故在r→∞ 
 

时，面积分项的值=0，故有  
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讨论：对                          的使用注意几点： 

（1）适用于静电场，线性介质； 

（2）适用于求总能量（如果求某一部分能量时，面

积分项                             ）； 

（3）不能把          看成是电场能量密度，它只能表

示能量与存在着电荷分布的空间有关。真实的静电 
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能量是以密度                   的形式在空间连续分布，场

强大的地方能量也大； 

（4）                       中的   是由电荷分布   激发的电势； 

（5）在静电场中，电场决定于电荷分布。在场内没

有独立的运动。因而场的能量就由电荷分布所决定。 

（6）若全空间充满了介电常数为ε的介质，且得到

电荷分布ρ所激发的电场总能量 
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式中r为   与   点的距离。 

4、举例讨论 

[例1]求均匀电场    的电势。 

Solution:  因为均匀电场中每一点强度   相同，其电

力线为平行直线，选空间任一点为原点，并设原点

的电势为    。 
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根据                                             ，得到 

 

 

故得到 

 

 

         这里有个参考点选择问题 

[例2]均匀带电的无限长直导线的电荷线密度的λ，求
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选取柱坐标：源点的坐标为（0, z'），场点的坐标为

（R, 0），考虑到导线是无限长，电场强度显然与z

无关。 

        这里，先求场强   ，后求电势    。推导 
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        由于 

电荷元为                ，因此 

 

 

 

 

令 

zzRzzRr ˆˆˆ)0(ˆ)0(

 

zdqd  

3 3

0 0

2 2 3 2 2 2 3 2

0 0

1 1

4 4

ˆ ˆ1 1

4 ( ) 4 ( )

dq dz
E r r

r r

R z z
dz dz

R z R z



 



 

 

 

 

 

 
 


  

  

 

 

 dRzdRz 2sec     , tg 

23 



且 
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而 

 

 

 

故 

 

 

 

设p0点与导线的垂直距离为R0，则p点到p0点的电势
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若选p0为参考点（即                ），则 0)( 0 R
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§2.2  唯一性定理 

 

Uniqueness Theorem 
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本节内容将回答两个问题： 

 

    （1）要具备什么条件才能求解静电问题 

       （2）所求的解是否唯一 
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1、静电问题的唯一性定理 

（1）有介质存在的情况 

        把一个区域V找分为许多 

小区域Vi，每一个小区域内介 

电常数为    ，它是各向同性的。 

        每一个区域给定电荷分布 
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已知：①在每个均匀区域中满足                   ，即有几 

                个区域就是几个泊松方程。 

   ②在各个均匀区域的交界面上，满足： 

 

 

至此，不知道边界条件，即不知道区域的边界S上的
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唯一性定理： 

 

        设区域V内给定自由电荷分布            在V的边界

S上给定 

         （i）电势 

或     （ii）电势的法向导数           ，则V内的电场唯

一地被确定。 
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下面采用的证法： 

        

        证明：设有两组不同的解    和    满足唯一性定

理的条件，只要让得                            即可。 

        令 
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在两均匀区界面上有 

 

 

 

在整个区域V的边界S上有 
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函数           必有： 
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对所有区域求和得到 

 

 

进一步分析：在两个均匀区域Vi和Vj的界面上, 由于

和        的法向分量相等，又有                ，因此内部

分界面的积分为 
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(这里                                                                           ） 

因此                                                          故 

 

而在S面上，                                 从而有 
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由于                   , 而           ,只有              ，要使                        

                           成立，唯一地是在V内各点上都有 

 

即在V内任一点上，              。 

        由                  可见，    和    至多只能相差一个常

数，但电势的附加常数对电场没有影响，这就是说

静电场是唯一的。 
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（2）有导体存在的情况 

        讨论区域是导体外空间V， 

即V是由导体外表面S1，S2及S 

包面所围成的空间，当S在无穷 

远处时，所讨论的区域就是导 

体外的全空间V。约定： 

        在无穷远处，电场为零，即在S面上         或者

表示成 

        在此基础上，把问题分为两类： 

0
S
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0

S V 

ε ρ 
S1 

S2 
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A类问题：已知区域V中电荷分布        ，及所有 

 导体的形状和排列；每个导体的电势都给定。 

B类问题：已知区域V中电荷分布        ，及所有导体

 的形状和排列；每个导体的总电荷都给定。 

  因为导体面就是边界面，因此上述导体的电势

或者总电荷就是边界条件。 

        先用反证法证A类问题。 

证明：  设存在着两个解    和    , 这意味着在区域V内，

 和    都满足泊松方程： 
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



  

   

)(x




推导 

39 



 

        第 i 个导体的表面为Si 面上，该导体的电势为    。  

那么，在Si面上，和    都必须等于    。即 

 

在S∞面上， 

        令                                           则有  

 

 

应用格林定理： 
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令              ，  有 

 

 

 

 

 

式中被积函数                  ，要使上式成立，必然在V

中每一点上有 

 

于是，V中每一点上，             。 
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        但在导体表面上，           ，即得到常数=0，即 

                         ，使得 

这就说明了对A类问题    有唯一解。 

再用反证法证B类问题 

        也设存在两个解    和    ，则有 

 

令           代入格林公式中，得 
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因为在导体表面Si处，电势并没有给定，但根据电磁

学中的知识，导体在静电平衡时为一等势体。虽然  

       与        不一定相等，但对同一导体而言， 

故可从积分号内提出来，于是 
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现在分析： 

 

        因为                中，Si表示电场中第i个导体的表 
 

面，导体在静电平衡时，在导体外，紧靠导体表面

处的场强方向与导体表面垂直，场强的大小与导体

表面对应点的面电荷密度成正比，即 

 

从而得到 
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这样就有 

 

 

式中    和    都表示第i个导体所带的总电荷，又因为

它是给定的，即 

 

故 
 

对每一个导体表面都有此结论。因此得到 
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同理，              ，要使上式成立，必然是 

 

即 

由于               ，此常数对电场无影响，所以此时仍说   

是唯一的。 

唯一性定理（另外一种证明方法） 

        区域V由封闭面S0、S1、S2、···等 

所包围，其中S0是最外包围面。如 

果V内的电荷密度    分布已知，并 

且各边界面满足下列条件之一时：          
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        (i)Si面上电势    已知； 

        (ii)Sj面上为等势面。              未知常数，并且Sj 

                   面上流出的电通量已知。 

  

       (iii)Sk面上的电场法线分量En已知。 

则区域V内电场强度被唯一确定。 

        用反证法证明。 

证明：设有两上电势    和    ，它们都满足场方程 
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并满足上述边界条件，则            ，或者                ，    

和    不必相等，可以相差一个常数，即 

 

        要证明场中每一点               成立，只需证明 

 

这里因为                          ，并            。要使其等于0，

则必须                  。而 

 

由矢量恒等式 
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则有 

 

 

 

其中因为                                         所以                       

即 

 

也就是 

 

现在考察上式右边的面积分之值。 
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        a) 设Si面满足(i)类边界条件，则 

故Si面积分为零。 

        b)设Sj面满足(ii)类边界条件，由于               ， 

 

故可以将            从积分号内提出来，则有 

 

 

 

        由于(ii)类边界条件中还包括有给定总通量值，

即 
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从而使得 

 

 

        c) 设Sk面满足(iii)类边界条件，则 

 

 

由于在Sk面上En值给定，故                         则 
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由此可见，满足场方程组和边界条件的    和    必须满

足等式 

 

 

即            ，唯一性定理证毕。 

 

2、用唯一性定理解决实际问题 
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[例]两同心导体球壳之间充以两种介质，左半球介电

常数为    ，右半球介电常数为    。设内球壳半径为a，

带电荷为Q，外球壳接地，半径为b，求电场和球壳

上的电荷分布。 

1 2

b 
a 

S1 

S2 

21

r̂


n̂

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Solution : 

        以唯一性定理为依据来解本题。 

        a)写出本题中电势    应满足的方程和边值关系

以及边界条件 

        此区域V为导体球与球壳之间的空间，边界面有

两个，即S1和S2，S1是导体球表面，S2是导体球壳内

表面, 边界条件为：在S1上总电量是Q，在S2上          。 

        在两种介质中，电势都满足Laplace方程，在介

质交界面上，电势   连续，电位移矢量的法向分量

连续（因为交界面上           ）。 
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           应满足的定解条件为： 

 

 

 

 

 

现在不论用什么方法，只要求出的点函数        能满

足上述条件，那么        就是本题的唯一解。 

        b) 根据已知的定解条件，找出电势    的解 

        由于对称性, 选取球坐标, 原点在球心, 直接积分 
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可求得解，因为 

 

不难看出： 

 

 

 

在r=b处： 
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从而得到 

 

同理，在r=b处： 

 

 

 

即得 

 

在两介质的交界面上： 
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由此得到                         A= C 

又因为在两介质的交界面上，   与      ，但          都只

与r有关，所以  

 

这样，          也满足了Dn连续的条件。 

        到此为止，在条件中，除了在S1面上总电量为Q

外，    也满足了其它全部条件，而    也只剩下一个
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故 

 

从而得到： 

 

 

 

 

        c) 电场和电荷分布情况 
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相应地，有 
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由此可见 

 

▲在导体球（r=a）表面上： 
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▲在导体球壳内（r=b）处： 
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也可看出： 

▲还可进一步求出束缚电荷（极化电荷）分布： 
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而极化电荷体密度： 

 

 

 

 

即在两种介质中，极化电荷体密度都为零。 

▲在导体球表面上极化电荷面密度分布： 
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▲故得到导体球表面上的总电荷 分布： 

 

 

 

 

可见 

▲在两种介质交界面处： 

        因为          。因而           ，所以 
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是常数，但是     或     在每个半球面上虽然都是常数，

但                  ，              ，即    在球面上不是均匀分

布的。现在来说明    不能均匀分布的原因。 

        假定    是均匀分布的，那么由 

 

 

 

可见，    在两个半球面上，因    值不同而不同。 

        导体球内的静电场由    和    共同激发，由于    

均匀分布，所以    在球内的电场为零。但    由于非 
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均匀分布必将导致它在球内的场不为零，这样导体

球就不能达到静电平衡。由此可见，要使导体球达

到静电平衡，    的分布必须是非均匀的。 f
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§2.3  拉普拉斯方程，分离变量法 

 

Laplace's equation,  

method of separate variation 
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本节内容主要是研讨Poisson 方程的求解解析方法。 

         

        电场是带电导体所决定的。自由电荷只能分布

在导体的表面上。因此，在没有电荷分布的区域V里, 

Poisson's equation 就转化为 Laplace's equation，即 

 

 

 

 

产生这个电场的电荷都是分布于区域V的边界上，它 
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们的作用通过边界条件反映出来： 

        ① 给定 

        ②给定        或导体总电量 

所以，讨论的问题归结为： 

        ①怎样求解（通解）Laplace's equation. 

        ②怎样利用边界条件及边值关系求出积分常数。   

        Laplace's equation可以用分离变量法求通解，其

求解条件是： 

        ① 方程是齐次的。 

        ②边界应该是简单的几何面。 

（能用分离变量法条件：求区无电荷，边界规则）  
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一、分离变量法求Laplace's equation的通解 

        （1）在直角坐标系中 

 

 

设 

在数学物理方法中，该方程的通解的 

 

 

 

                                               （A、B、C为待定系数） 
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或者写成 

 

        （2）在柱坐标系中 
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该方程的通解为 
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其中，Jm为m阶第一类贝塞尔函数，Nm为m阶第二

类贝塞尔函数。 

 

 

如果考虑与z轴无关（k=0）情况，并讨论的区域是 

                 ，故通解为 
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这里A，B，C，D为待定系数。 

        （3）在球坐标系中 

 

 

 

设 

其通解为 

 

0
sin

1
        

)(sin
sin

1
)(

1

2

2

22

2

2

2

2









































r

rr
r

rr

),()(),,(  YrRr 













mn

m

nn

nmn

nm

mn

m

nn

nmn

nm

mP
r

D
rC

mP
r

B
rAr

,
1

,
1

)sin()(cos)(

)cos()(cos)(),,(





74 



这里                  为缔合勒让德（Legendre)函数 

        对于具有轴对称的问题，m=0 (取此轴为极轴） 

且 

 

这里                为勒让德函数，    、  为待定系数 

        对于球对称的问题，m=0 ,   n=0。且 

 

 

2、利用边界条件定解  

        说明两点： 
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        第一，如果考虑问题中有i 个区域（均匀分布），

必须有i个相应的Laplace's equation . 

        第二，在每个区域的交界面上，应该满足边值

关系： 

 

 

 

边界条件： 

                         及导体的总电荷 
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3、举例说明定特解的方法 

[例1]一个内径和外径分别为R2和R3的导体球壳，带

电荷为Q 。同心地包围着一个半径为R1的导体球

（R1<R2)，使半径R1的导体球接地，求空间各点的

电势和这个导体球的感应电荷。 

Solution: 

        第一步：分析题意，找出 

定解条件 

        根据题意，具有球对称性， 

电势不依赖于极角    和方位角    ，只与半径r有关。 

Q 
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R2 

R3 
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求解 
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即 

故定解条件为： 

 

 

边界条件： 

        (i)因为导体球接地，有 

 

        (ii)因整个导体球壳为等势体，有 
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        (iii)球壳带电量为Q，根据Gauss theorem 

 

 

得到 

 

 

        第二步，根据定解条件确定通解和待定常数 

        由方程式(1)、(2)可看出，电势不依赖于φ，取

n=0；不依赖于θ，取                      ,  故得到导体球壳

内、外空间的电势： 

 
S

Q
sdE

0


(5)            
0

2221

23


 Q

dr
r

dr
r

RrRr










 



1)(cos nP

79 



 

 

 

由（3）式得 

 

 

 

从而得到 
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由 （4）式得 

 

由（5）式得 

 

 

即 

 

将（13）式代入（12）式，即得 

(12)                           )
11

(
123 RR

D
R

B


0

44


 Q
DB 

(13)                                 
4 0

Q
DB 

)
111

(
4 32130 RRRR

Q
D 

 81 



令 

 

 

因此得到： 

 

 

 

 

将A、B、C、D系数代入到（6）、（7）式，即得电

势的解： 
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导体球上的感应电荷为 
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[例2]介电常数为ε的均匀介质球，半径为R，被置于

均匀外场    中，球外为真空。求电势分布。 

Solution: 

        第一步：根据题意， 

找出定解条件 

        由于这个问题具有轴对称性，取极轴z沿外电  

场方向，介质球的存在使空间分为两个均匀区域—

球内、球外。两区域内都没有自由电荷。因此电势    

满足Laplace‘s equation。以    代表球外区域的电势，   

代表球内区域的电势，故 
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第二步：根据定解条件确定通解和待定常数 

        由于问题具有轴对称性，即    与    无关，故 

 

 

 

 

由（2）式得 
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由（6）式得 

 

 

从中可见 
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再由（3）、（4）式或者（7）、（8）式得到： 
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由（15）、（16）式给出： 
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由此得到电势为 

 

 
 

 

▲相应地，球内、外的电场强度为 
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其中 

 

        第二项和第三项之和实际上是一个等效的放在

原点的偶极子在球外产生的电场，其电偶极矩为 

 

 

因此，球外区域的电场为： 
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同理得到 
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由此可见，球内的场是一个与球外场平行的恒定场。

而且球内电场比原则外场    为弱，这是极化电荷造

成的。 

▲在球内总电场作用下，介质球的极化强度的 

 

 

▲介质球的总电偶极矩为 
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§2.4  镜象法 

 

Method of Images 
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        根据前面的内容讨论知道：在所考虑的区域内

没有自由电荷分布时，可用Laplace's equation求解

场分布；在所考虑的区域内有自由电荷分布时，且

用Poisson's equation 求解场分布。 

        如果在所考虑的区域内只有一个或者几个点电

荷，区域边界是导体或介质界面，这类问题又如何

求解？这就是本节主要研究的一个问题。解决这类

问题的一种特殊方法— 称为镜象法。 
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1、镜象法的基本问题 

        在点电荷附近有导体或介质存在时，空间的

静电场是由点电荷和导体的感应电荷或介质的束

缚电荷共同产生的。 

        那么，导体的感应电荷或介质的极化电荷对

场点而言能否用场空间以外的区域（导体或介质

内部）某个或几个假想的电荷来代替呢？ 

 2、镜象法的理论基础 

        镜象法的理论基础是唯一性定理。 

96 



这里要注意几点： 

         a)象电荷必须放在研究的场域外 

         b) 放置象电荷后，就认为原来的真实的导体或

介质界面不存在，把整个空间看成是无界的均匀空间

。并且其介电常数应是所研究场域的介电常数。 

        c)象电荷是虚构的，它只有等效作用。而其电量

并不一定与真实的感应电荷或极化电荷相等。 

        d)镜象法所适应的范围是：①场区域的电荷是点

电荷，无限长带电直线；②导体或介质的边界面必是

简单的规则的几何面（球面、柱面、平面）。 
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3、镜象法的具体应用 

        用镜象法解题大致可按以下步骤进行 ： 

        a)正确写出电势应满足的微分方程及给定的边界

条件； 

        b)根据给定的边界条件计算象电荷的电量和所在

位置； 

        c)由已知电荷及象电荷写出势的解析形式； 

        d) 根据需要要求出场强、电荷分布以及电场作用

力、电容等。 
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下面按界面形状的不同分类举例讨论： 

（1）界面为平面的情况 

[例1]接地无限大平面 

导体板附近有一点电荷， 

其电量为Q，距板a处， 

求空间中的势分布。 

 

y 

S 

o a 
Q x 
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Solution: 

        根据静电屏蔽可判定接地导体板左半空间没有电

场。右半空间的电场是Q及S面上的感应电荷面密度   

共同产生的。以假想的点电荷Q' 等效地代替感应电

荷，右半空间的电势必须满足以下条件： 
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为了满足方程（1），假想的电荷Q'必须在左半空间

内，这样才能使原方程不变，由（2）、（3）可求出

Q'的位置及大小，等效图为 

 

 

 

 

 

  

因此，在右半空间任一点的电势为： 
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这里因为： 
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故有： 

 

 

由（3）式得到                         ，要使该式成立，只有 

 

 

故得到 
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▲现在求无限大接地导体板平面上的感应电荷分布情

况： 

        根据导体平衡条件，导体面上有 

 

 

所以 

 

 

其中 
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故 

 

可见      与Q异号，这是合理的。 

▲进一步求无限大导体面上的总感应电荷Q感： 

        因为 S 板面在y , z平面上， 
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所以 

y 

x 
o 

z 

ds 

ρ 
d

θ 

 

 










0

2

0 2
3

22

222

0

2

0

)(2

][          













a

ddaQ

zydddsQ
S

感感感

106 



 

 

 

故 

 

可见，导体板面上总感应电荷Q感恰好等于点电荷Q的

电量。 

 ▲最后，求点电荷Q受到的作用力（从略） 

Q

a
aQ






















0

2
1

22 )(

1



QQ 感

107 



▲镜象法的图形与光路用此图比较（了解） 

 

 

 

 

 

但要注意：  光线是直线传播到导体板面上的。有的

地方是与板面⊥，有的地方是与板面有一定夹角；但

电力线切线方向是场强的方向，电力线在板面附近处

处与板面⊥，这一点通过静电平衡原理可知。 

Q‘ 
Q b a 

根据光的反射可找到 

Q'的大小和位置 
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[例2]在无穷大空间中充满介电常数为    和    的两种均

匀电介质，其分界面为平面。设在介质   中放一点电

荷Q，其所在位置距分界面为a，试求二介质中的电势

分布。(作业) 

 

Solution: 

        设    中电势的    ，    中 

的电势为    ，并满足如下定解 

条件： 

21

1

Q 
a 

12

1 2

2

1
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处理问题的方法是： 

        a) 求    空间的电势   时，设想将    半空间换成与   

半空间一样，而以假想的电荷Q'来代替分界面上极化 

2

1

0

2

2

1 2

1 20 0

1
( , , )

0

0

                    (1)

                                                 (2)

                                (3)

                                        

x x

x x

Q x a y z 

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 

 

 

 

   

 

 



1 2
1 2

0 0

 (4)

                            (5)
x xx x

 
 

 









  
 

 

1 21 1
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电荷对    半空间的场的影响； 

        b) 求    半空间的电势    时，设想将    半空间换  

成半空间一样，而以假想的电荷Q"来代替Q和分界面

上的极化电荷对    半空间场的影响。 

由此可见： 

1

2 2 1 2

2

x x 

S S 

右半空间 左半空间 

a c b Q' Q" Q 

r" 

r r' 
R 

o o 

P(x,y,z) 

y y 

2 1换成 P' 2 换成 1 2
1

R 
θ 
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（2）界面为球面的情况 

[例3]有一半径为Ro的接地导体球，距球心为a(a>Ro)

处有一点电荷Q，求空间的电势分布。 

 

 

 

Solution: 

        取球心为坐标原点，球心到点电荷Q的方向为x轴

，设Q的坐标为（a,0,0)。根据静电平衡条件（现象）

。球内的电势为零。故只讨论外空间的电势即可。 

a Q 
Ro 
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        球外空间的电势由Q及球面上感应电荷共同激发

的，其电势所满足的定解条件为： 

 

 

 

 

 

        用一个象电荷Q'来代替球面上的感应电荷，为了

不改变原方程，Q'必须在球内，并距球心为b，故等

效为： 


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球外空间一点的电势为 

R 

o 
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        在b < R0的区域，不论Q’取任何值，其解都满足

方程和在无穷远处的边界条件。现在的问题是如何调

整Q’和b的数值使得解也满足（2）式。因此，把（2

）式用于其解，则 

 

 

 

则有： 
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移项得到 

 

式中，左边为一常数，右边含有变量    ，对任何    值

都要使上式成立，只有使两边都等于零，即 

 

 

由（4）式得 

 

将（6）式代入（5）式得 
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即 

 

解此二次方程，得到 

 

 

 

将此代入（6）式，即有 
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分析这里解的形式，可知b=a不符合物理要求，由于

此时Q'在球外空间，改变了原方程，故b=a及Q'=±Q 
 

应该舍去。又由于（2）式的要求，                      不符

合要求。至此只有解 
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才是符合要求的解。 

        因此，球外空间任一点的电势为 

 

 

 

▲球面上的感应电荷面密度： 

(8)       
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▲总感应电荷为 

 

 

即感应电荷的大小等于象电荷Q'的大小。 

▲也可以这样证明： 

        根据Gauss定理，对球作Gauss面，即 

Q
a

R
ddRdsQ

SS

02

0 sin    感感感

a Q 

Ro Q感 

b Q' 
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式中的    是象电荷Q'和真实电荷Q共同产生的，即 

 

 

故                   Q感=Q' 

即感应电荷的电量Q感等于象电荷的电量Q'。 
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▲根据上述例子，作如下几点讨论： 

        a) 导体球既不接地又不带电 

        这种情况与[例3]的差别仅在于边界条件，这里 

 

导体球不带电，即要求满足电中性条件 

 

 

显然，[例3]的解（8）式不满足电中性的条件，如果

在球内再添置一个象电荷                 ，则满足电中性条 
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件，为了不破坏导体是等位体的条件，由对称性知道

，Q"必须放在球心处，于是 

 

 

 

 

 

 

再由 
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得到 

 

 

        b)导体球不带电其电势的U0 

        这种情况与[例3]的差别仍然在边界条件，这里 

 

U0 是已知常数，导体球的电势为U0，相当于在球心

处放置了电量为                   的点电荷，显然，其解为 
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由 

得到 

 

        c)若点电荷Q在导体球壳内距球心a处 

        这时与[例3]的情况相比，仅是源电荷的位置由球 
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外搬进到球内。此时，接地球壳外无场强，场的区域

在球内。故可根据光路可逆性原理来解释：球内的电

势等于源电荷Q和球面上的感应电荷（球壳内表面） 
 

—象电荷Q'（在球外        处）产生的电势： 

 

 

 

 

这里要注意：象电荷的电量Q'大于源电荷的电量Q，

球内的电势与导体球是否接地、是否带电无关。     
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         d) 若导体球带电q但不接地 

 这种情况的物理模型为： 

 

 

 

 

 

如前，球外电荷Q会在球内b处感应出镜像电荷Q’。

要保持球带电q，则可假象球心有电荷（q- Q') ，则P

点的电势为 
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由                             得到 
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▲顺便计算导体对点电荷Q的作用力： 

        此时，源电荷Q所受到的作用力来自球面上的电

荷，即 

 

 

 

从而得到 
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▲当a>>R0  ，                           ，即近似为两点电荷作

用，Qq同号为排斥力，异号为吸引力； 

 

▲当Q靠近球面时，             ，此时不论q与Q是否同号

，作用力永远为引力，这可由在Q附近的感应电荷与

其反号来解释。 
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o 

o 

a 

a 
Q' 

Q' 
Q 

Q 

点电荷Q在球内 

点电荷Q在球外 

b 

b 

▲镜象法与光路图比较 
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（3）界面为柱面的情况    （作业） 

[例4]有一线电荷密度为η的无限长带电直线与半径为

R0的接地无限长导体园柱轴线平行。直线与园柱轴线

的距离为a(a>R0),  试求空间的电势分布。 

 

 

 

 

 

提示：首先要写对柱坐标下的电势的表达式！ 



y 

a 

a 
η x 

η 

R0 

R0 
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（4）界面为劈形的情况   （思考题） 

[例5]有两个相交的接地导体平面，其夹角为    ，若在

所夹区域内有一电量为Q的点电荷，求下列情况下所

夹区域内的电势： 



4
    c)         ;

3
    )b          ;

2
    )a








 

Q 

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§2.5   格林函数法 

 

Method of Green Function 
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一、 分离变量法和镜像法能解的情况 

1、分离变量法能解的情况：自由电荷全聚集在边界

上，也就是说：在要求解电场区域没有自由电荷
(泊松方程转变为拉普拉斯方程)+边界条件。 

022  





2、镜像法能解的情况：在求解区域内没有自由电荷，

或者只有有限几个点电荷，并且区域边界或介质
界面规则(电场能用等效电荷代替)+边界条件。 
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         能用Green定理求解静电边值问题的情况:

给定区域V内电荷分布        ，和区域V的边界面

S上各点的电势    或电势法向导数        。 

         

第一类边值问题:给定S上的电势    , 也称狄利克

莱边值问题; 

第二类边值问题:给定S上的         ，也称诺埃曼

边值问题。  

s

)(x




Sn



s

Sn



二、 Green函数法能解的情况 
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        下面将讨论这些边值问题是怎样借助于有关点电

荷的较简单的边值问题而得到解决的。 

三、点电荷密度的 函数表示 

         因为点电荷分布的特点是在点电荷所在处的电荷

密度变为无穷大，而在其他地方电荷密度为零。若在    

处有一点电荷Q，则电荷密度可写为 

 

 

显然 
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        对于单位点电荷而言，Q=1，其密度为 

 

四、Green函数 

        一个处在    点上的单位点电荷，它所激发的电势

方程为 

 

假设有一包含    点的某空间区域V，在V的边界S上  

有如下边界条件 
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则把满足边界条件（4）式的（3）式的解称为泊松方

程在区域V的第一类或第二类边值问题的Green函数。 

        Green函数一般用            表示，    表示单位电荷

所在的位置，    代表观察点，在（3）式和（4）式中，

把    换成G，即Green 函数所满足的方程和边界条件

为 

 

 

 

五、Green公式和边值问题的解 
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        在这里，将用Green公式把一般Poisson方程的边

值问题的解用Green 函数联系起来。 

        （1）先看Green公式的两种形式 

        根据 Gauss 定理，知道 

 

 

当                               均为连续，可微的标量点函数，
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又 

 

于是，有 

 

 

式中V为包围面S所围的面积，该式称为Green第一公

式。 

        如果上式中的          对调，即                ，同理得

到 
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将（6）式减去（7）式，得 

 

 

该式称为Green第二公式 

        Green第一、第二公式是等价的。同时，视方便

而选取之。Green公式对解静电问题的意义是：在区

域V内找一个待定函数    （    为待求），通过这个公

式从已知确定未知。 

        （2）边值问题的解 

        给定一个区域V，其中给定了 
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且待求的边值问题： 

 

 

相应的Green函数问题是： 

 
 

边界条件： 
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          取   满足 

代入Green第二公式，有 

 

 

因为Green公式中积分，微分都是对变量    进行的，

由于Green函数关于源点和场点是对称的，即 
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该式左边第二项为 

 

得到 
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故得到 

 

 

 

 

这就是用Green函数求解静电问题的一种形式解。 

        讨论几点： 

        a) 在区域V中，任一点的势唯一地决定        电荷

分布及边界的值 
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        b) 如果所取的Green函数属于第一类问题，即 

                        这时则有 

 
 

这实质上就是第一类边值问题的解 

        c)如果所取的Green函数属于第二类问题，即 
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为 Green函数               所代表的物理意义是在    处存 
 

在一个单位电荷在空间所激发的电势。因此 
 

即代表单位电荷在边界上所激发的电场，由Gauss定

理知道 

 

 

由此可见 
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从而，Green函数在边界上的最简单的形式是取 

 

 

这样且有第二类静电边值问题的Green函数解的形式： 

 

 

 

式中                        为    在边界面S上的平均值。 
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        在实际问题中，常遇到这类问题：在所考察的区

域包含有无穷大的边界面，假如，考察一导体球外的

空间电势分布问题，这时所考察的区域是球面和无穷

大曲面间包围的区域，所以这时边界面S→∞故有 

 

 

于是 

 

故得到 
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此式称为外问题的Green函数解的形式。 

六、Green函数的制作 

        以上的讨论，表面上似乎把静电边值问题的解找

到了，其实并非如此，因为只有把问题的Green函数

找到了，才能对表达式（第一类边值问题的形式解和

第二类边值问题的形式解）作出具体的计算。实际求

Green函数本身并不是件容易的事，所以以上解的形

式只具有形式解的意义。当然，它把唯一性定理更具

体地表达出来了。 

        在这里介绍几种不同区域的Green函数的制作方

法。 151 



（1）无界空间的Green函数 

        即在无穷大空间中放一个单位点电荷，求空间某

处的电势，也就是Green函数。 

 

 

其中，    代表单位电荷的所在位置（源点坐标），    

代表观察点坐标（场点坐标）。 

        证明上述Green函数是否满足Green函数所满足

的微分方程。 

证明： 选电荷所在处为坐标原点，即           ，在球坐 
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标系中 

 

考虑球对称性，得到 

 

 

而 
 

当r=0时，取一小球面S 包围着原点，取        对小球体

积V积分，即 
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从    函数性质可知，保持小体积V的面积为1，从而有 

 

 

故得到 
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与微分方程比较，即有 

 

 

这里把    与   互换，            不变，即有 

这就说明Green函数具有对称性。 

（2）上半空间的Green函数 

        即在接地导体平面的上半空间，由于           ，属

于第一类边值问题。 
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根据镜象法得到： 
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这也可看到 

（3）球外空间的 Green函数 

        即在接地导体球外的空间，由            ，属于第一

类边值问题。 
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其中： 

 

 

 

根据镜象法得 
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        在制作Green函数时，必须注意：求Green函数

本身不是很容易的，只有当区域具有简单几何形状时

才能得出解析的解，如果               时，Green函数法

也可以用来解Laplace equation的边值问题。 

七、Green函数法的应用举例 

[例]  在无穷大导体平面上有半径为a的园，园内和园

外用极狭窄的绝缘环绝缘,  设园内电势为V0，导体板

其余部分电势为零，求上半空间的电势。 
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Solution: 

静电问题： 
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此题Green函数满足的形式为 

 

 

 

 

相当于无穷大金属平板旁边放置单位电荷求电势问题 
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其 Green函数为 

 

 

其中： 

换为柱坐标，且有 

 

 

 

故Green函数为 
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又∵电荷密度                ，还有             故得到 

 

因为积分面S是z‘=0的无穷大平面，法线沿-z’方向， 
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由于S上只有园内部分电势不为零，因此式子 

 

 

中的积分只需对r≤a积分，即可。 
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故 

 

 

 

 

 

在很远处，(R2+z2>>a2 )的电势可以展开成幂级数，积

分的被积函数分母展开 
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其中 

 

注意到cos(φ-φ')对φ'一个或数个2π周期的积分为零，

故 
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§2.6  电多极矩 

 

 Electric Multipole Moment   
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电  多  极  矩 

   电多极矩方法适应的范围：源点大小      远小
于场点到源点的距离      。 
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电势： 
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电偶极矩  
V

VdrrP


)(

电四极矩  
V

jiij Vdrxx )(3


D

 
V

Vdrrr )(3


D

电  多  极  矩 

零级电势： 
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一级电势： (1)
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二级电势： 
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类似与电偶极矩可得： 

电四极矩 几个分量的具体分布简化形式： 
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电四极矩张量只有五个独立量的证明： 
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例题：带电荷为Q的椭圆， 

半长轴为b,半短轴为a， 

求它的电四极矩和 

远处的电势。 x

y

z

0

a
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y

0y

z

0 a

b
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上图椭球方程为： 1
2

2

2
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根据电四极矩公式： 
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近似电四极矩项的远处电势为： 
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电荷体系在外电场中的能量： 

 dVW e

电荷分布于小区域内，取区域内适当点为坐标原
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展开式的第一项（自由电荷在外场的能量）： 

)0()0(

eQW 

展开式的第二项（电偶极矩在外场的能量）： 
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展开式的第三项（电四极矩在外场的能量）： 
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电偶极子在外电场的受力情况： 
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电偶极子在外电场的受力矩情况： 
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    非均匀场中四极子的能量才不为零。同时可根据
电四极矩推出电荷的分布形状。  
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要点: 
             理解能用Green函数法求解的静电问题的
情况; 

             了解点电荷的表示; 

             掌握Green公式; 

             对于第一类和第二类边界条件都能用
Green公式求出势函数. 

            理解能用电多极矩法求解的静电问题的情
况； 

            掌握电偶极矩、电四极矩产生的电势计算； 

             电四极矩只有五个独立量。 
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